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近年, 高速計算が可能な次世代のコンピュータの候補として, 量子コンピュータに大きな注目が集まっている. 本稿で
は, 量子コンピュータの今後の重要な応用先のひとつとして期待される, 数値積分を実行する量子アルゴリズムについ
て紹介する. 量子コンピュータを使用することで, これまでの代表的な数値積分手法 (モンテカルロ積分)に較べて, ほ
ぼ 2乗の高速化が果たされる. 本稿では, 近年の著者らの研究を含めて, 3種類の量子積分アルゴリズムを紹介する.
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1 はじめに

近年, これまでのコンピュータとは異なる原理に

より動作する量子コンピュータに大きな注目が集

まっている. これまで, IBM, Intel, Google等の大手

IT メーカーの他, 多くのベンチャー企業も量子コン

ピュータ開発への参入を表明しており, 開発競争が本

格化し始めて来ている [1]. 既に, 小規模な量子コン

ピュータをクラウドを通じて利用する環境が提供さ

れており [2, 3], 今後の急速な発展に備えて, 試験的

に量子コンピュータを利用することも可能である.

現在利用可能な量子コンピュータは, まだ小規模

でノイズの多いものであるが, 今後, もし大規模な

量子コンピュータが実現すれば, これまで計算時間

の関係により, 解くことが難しかった問題を解決す

ることが期待されており, 現在, 科学技術の様々な分

野で, 量子コンピュータの活用に向けた検討が盛ん

に行われている. 例えば, 慶應義塾大学には, 量子コ

ンピュータを用いた実用的なアプリケーションの研

究開発を, 産学連携により行うことを目的に掲げた

IBM Q ネットワークハブが設立され [4], 金融業界

からみずほフィナンシャルグループ, 三菱 UFJフィ

ナンシャル・グループ, 化学業界から JSR, 三菱ケミ

カルの 4 社が参画している. 著者もみずほフィナン

シャルグループの一員として本活動に参画し, 様々な

バックグラウンドを持つ研究者と議論することで, 量

子コンピュータの将来的な応用方法について検討を
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行っている.

量子コンピュータの重要な応用先の一つとして, 多

次元数値積分が期待されている. 数値積分は, 例えば,

金融工学 [5, 6], 物理シミュレーション [7, 8, 9], 安全

工学 [10, 11], 量子化学計算 [12, 13]を始めとして, 社

会的・学術的に幅広い分野で必要不可欠な計算であ

る. 数値積分は, これまでのコンピュータ (以下,「従

来型のコンピュータ」という)では, 多くの場合, モン

テカルロ法を用いて計算されるが, 量子コンピュータ

を用いることで, モンテカルロ法と較べて 2乗の速度

向上が見込まれるアルゴリズムが知られている [14].

近年, これらの数値積分の量子アルゴリズムを, 金融

工学を中心として, 具体的な問題へ適用するための

提案が行われている [15, 16, 17, 18]. このアルゴリ

ズムの一部は, IBM がオープンソースとしている公

開している量子コンピュータ向けの SDK(Software

Development Kit)のQiskit [19]に, ライブラリとし

て組み込まれており, データを与えるだけで, 手軽に,

量子コンピュータの金融工学への応用を試験するこ

とが出来る状況である.

これまで提案されている多くの量子数値積分アル

ゴリズムでは Brassard らの量子振幅推定法 [20] が

用いられている. Brassard らの量子振幅推定法は,

比較的多くの演算操作が必要なアルゴリズムであり,

非常に高い量子コンピュータの性能が要求される.

一方で, 現在の量子コンピュータでは, ビットの量子

状態を保つことの困難さ等に起因して, 可能な演算操

作の回数に制限がある. このため, なるべく早い時期

に量子コンピュータを活用するためには, Brassard
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らの量子振幅推定法 [20]に較べて演算操作の回数の

少ないアルゴリズムを開発することが重要な課題で

ある. この課題に対する筆者らの最近の取り組み [21]

についても本稿で簡単に紹介する.

本稿の構成は以下のとおりである. まず, 2節では,

従来型のコンピュータにおいて代表的な数値積分手

法であるモンテカルロ法について紹介する. その後,

3節において, 量子コンピュータを用いた 3種類の数

値積分手法を紹介する.

2 従来型のコンピュータによる積分計算

本節では, 数値積分問題の定式化及び従来型のコン

ピュータによる計算手法の概要について述べる. な

お, ここでの数値積分問題の定式化は主に [22, 23]に

従う.

d次元の数値積分問題は,有界な実関数 g : Rd → R
の積分

I(g) =

∫
Id

g(x)dx (1)

が解析的に評価出来ない場合に, 数値的に近似値を求

める問題である. ここで Id は d次元空間内の有界な

部分空間 Id ⊂ Rd である.

式 (1)は一般性を失わずに, 上界, 下界から決まる

既知の定数によりスケールすることで, 以下の形に書

き直すことが出来る.

I(h) =

∫
Ĩd

ρ(x)h(x)dx (2)

ここで, Ĩd = [0, 1]d は d次元超立方体, hは 0から 1

の間に値域ii をとる実関数 h : Ĩd → [0, 1]であり, ま

た, ρは以下を満たす実関数である:∫
Ĩd

ρ(x)dx = 1 (3)

式 (2) の近似値を求めるための最も単純なアルゴ

リズムは, 積分の各次元をM 個に分割し, 矩形近似

することである. この時, 積分 I(h)の近似は

I(h) ∼ S(f) =
∑
x∈Jd

p(x)f(x) (4)

と和の形で計算することが出来る. ここで, Jd はMd

個の整数格子点 Jd = {0, 1, 2, · · · ,M − 1}d である.

ii この段階では h の値域を [0, 1] の範囲に制限する必要は無
いが, 後の量子アルゴリズムの際の便利のため, 値域を設定
した.

また, p(x)は ρ(x)を, Ĩd をMd 個に等分割した各超

立方体上で積分した関数であり,
∑

x∈Jd
p(x) = 1を

満たす. f(x)は, h(x)の格子点上での値である:

f(x1, x2, · · · , xd) = h
(x1
M
,
x2
M
, · · · , xd

M

)
(5)

1 次元の積分区間を M 等分に分割した場合に, 誤

差が ε ∼ O
(
M−1

)
で表せることから, 式 (4) を用

いて誤差 ε を達成するためには, 被積分関数 f を

O(ε−d)回程度評価する必要がある. 典型的な金融の

問題では, 積分の次元 d(金融資産の種類)は数百～数

千次元であるため, 例えば, d = 100 として, 誤差を

ε ∼ O(10−3)程度まで評価するとすると,積分の近似

値 S(f)を計算するために,被積分関数 f をO(10300)

回程度評価する必要がある. これは, f が 1 回の浮

動小数点演算で計算できたとしても, 1PFlops(1 秒

間に 1015 回の浮動小数点演算が可能)のスパコンを

使って, O(10285) 秒 ∼ O(10278) 年かかる計算であ

る. 現在の宇宙年齢が O(1010) 年であることを鑑み

ると, 矩形近似 (4)を使って, 積分計算を実行するこ

とは実質上不可能である. この困難は主に, 演算回数

が次元 dの増加に対して, 指数関数的に増加する事に

より生じている.

以上の事情により, 高次元の積分を評価する場合に

は, 式 (4)を直接評価することは無く, モンテカルロ

法により評価を行うのが一般的である. モンテカル

ロ法では, 式 (2) の p(x) を確率密度関数とみなすこ

とで, 式 (2) を統計的期待値と見なして計算を行う.

例えば, p(x) に従う確率変数 x の N 個のサンプル

x1, x2, · · · , xN が得られたとき, (2) の近似値は以下

の式により与えられる.

I(h) ∼ 1

N

N∑
i=1

h(xi) (6)

Chebyshevの不等式により, サンプルの数N(被積分

関数 hの評価回数)と誤差 εの関係は, N ∼ O(ϵ−2)

となることが知られている [6]. モンテカルロ法は式

(4)のような直接的な和の評価に較べて, 遥かに効率

的な手法であるが, 一方で, 実用上は, N ∼ O(ϵ−2)

の値は大きくなることがあり (例えば, 誤差を ε ∼
O(10−5)にしようと思えば, N ∼ O(1010)程度のサ

ンプル数が必要になる), モンテカルロ法による数値

積分評価は様々な分野で多くの時間を占める計算の

一つである.

以下で説明するように, 量子コンピュータを用い

たアルゴリズムでは, 被積分関数 f の評価回数 N と
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誤差 ε の関係は N ∼ O(ϵ−1) となり, 従来型のコン

ピュータのモンテカルロ計算と較べて, 効率的に数値

積分を行うことが可能である.

3 量子アルゴリズム

本節では量子コンピュータを用いて数値積分を行

う 3種類のアルゴリズムについて紹介する.

まず, 3.1節において量子計算計算モデルの基本事

項をごく簡単に述べる. 次に, 3.2節において, 現在広

く用いられている Brassard らの手法 [20] を用いた

数値積分手法について述べる. その後, 3.3 節におい

て, Brassard らの手法に較べて演算数が少ないと考

えられる Abramsの手法 [22]について述べる. 最後

に, 3.4 節において, 本稿の著者を含めた共同研究で

ある, 鈴木らの手法 [21]について述べる.

3.1 量子計算モデルの基本事項

ここでは, 以下で用いる (ゲート型) 量子コンピ

ュータの計算モデルについて, ごく簡単に述べる. よ

り詳細な内容については, 教科書 [24, 25]等を参照さ

れたい.

従来型のコンピュータでは, ビットは 0 又は 1 の

確定した状態を取るが, 量子コンピュータのビット

(以下,「量子ビット」という)は重ね合わせ状態を取

ることが出来る. より具体的には, 量子ビットの状態

|ϕ⟩は, 2次元ヒルベルト空間H2 = C2 内の単位ベク

トル

|ϕ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩ (7)

で表される. ここで, α, β は |α|2+ |β|2 = 1を満たす

任意の複素数であり, H2 の正規直交基底 |0⟩ , |1⟩ は
計算基底と呼ばれる.

量子コンピュータの状態は, 複数の量子ビットを合

わせた状態として表される. 具体的には, n個の量子

ビットを組み合わせた状態 |ψ⟩n として, n 個の H2

のテンソル積の状態空間 H⊗n
2 = C2n 内の単位ベク

トルとして表される.

|ψ⟩n =
∑

x∈{0,1}n

αx |x⟩n (8)

ここで, αx は
∑

x∈{0,1}n |αx|2 = 1を満たす 2n 個の

複素数の組であり, 確率振幅と呼ばれる. また, |x⟩
は, 計算基底 |0⟩ , |1⟩ の n 個の積状態である. 以下,

x ∈ {0, 1}n を, 非負の整数 {0, 1, 2, · · · , 2n−1} の 2

進数表記と見なすこととする.

量子コンピュータの演算は, 量子コンピュータの状

態 |ψ⟩n を別の状態 |ψ′⟩n に遷移させるユニタリ演算
子 U として表される.

|ψ′⟩n = U |ψ⟩n (9)

本稿では, 量子コンピュータの計算は, 初期状態 |0⟩n
に対して, 様々なユニタリ演算子 U1, U2, · · · を作用
させることで進んでいくこととする. なお, 本稿で用

いるユニタリ演算子は付録 Aにまとめる.

最後に, 量子コンピュータの計算結果の読み出し

(測定)について述べる. 本稿では, 計算終了時の量子

状態が |ψ⟩n =
∑

x∈{0,1}n αx |x⟩n で表されるとした
とき, 計算結果の読み出しを行うことで, nビット列

x ∈ {0, 1}n が確率 |αx|2 で得られることとする.

以下では, この計算モデルを用いた数値積分計算の

概要を述べる.

3.2 Brassardらの量子振幅推定法を用いた数値積分

本小節では, 数値積分が量子振幅推定の問題に書き

直せることを利用して, 数値積分を行う量子アルゴ

リズムについて述べる. 本小節の記載は主に [15] に

従う.

数値積分の量子アルゴリズムでは, 式 (4) の数値

積分の矩形近似値を算出することを目的とする. な

お, 以下では, 表記の簡潔さのため, 数値積分の次元

dを 1次元として取り扱い, 式 (4)の積分区間の分割

数M = 2n 個とした近似値

S(f) =

2n−1∑
x=0

p(x)f(x) (10)

を求めることとするが, 任意の有限次元 dの積分への

拡張は容易である.

付録 Aの式 (58)及び (59) から構成される演算子

A = R(P ⊗ I1) (11)

を計算の初期状態 |0⟩n+1 に作用させると

|Ψ⟩n+1 = A |0⟩n+1

=

2n−1∑
x=0

√
p(x) |x⟩n

(√
f(x) |0⟩+

√
1− f(x) |1⟩

)
(12)
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が得られる. 正規直交基底 |Ψ̃0⟩n+1 及び |Ψ̃1⟩n+1 を

|Ψ̃0⟩n+1 =

2n−1∑
x=0

√
p(x)

√
f(x)

S(f)
|x⟩n |0⟩

|Ψ̃1⟩n+1 =

2n−1∑
x=0

√
p(x)

√
1− f(x)

1− S(f)
|x⟩n |1⟩

(13)

と導入すると, 式 (12)の |Ψ⟩n+1 は

|Ψ⟩n+1 =
√
S(f) |Ψ̃0⟩n+1 +

√
1− S(f) |Ψ̃1⟩n+1

(14)

と書き直すことが出来る. 式 (14) では, 数値積分の

近似値 S(f) の平方根が |Ψ̃0⟩n+1 の確率振幅として

現れており, もし確率振幅を十分な精度で求めること

が出来れば, 数値積分の近似値を求められることに

なる.

今, 仮に, 式 (14)の |Ψ⟩n+1 を繰り返し測定するこ

とで確率振幅を推定することを考える (以下, 2 種類

の測定結果を取る独立な試行を「ベルヌーイ試行」と

いう). この時, ベルヌーイ分布の標準偏差の式によ

り, サンプル数 N と誤差 ε の関係は, N ∼ O
(
ε−2
)

であり, 従来型のコンピュータによるモンテカルロ法

と同程度のサンプル数が必要となる. このため, 量子

コンピュータを用いることによる加速を得るために

は, 確率振幅を推定するための何らかの工夫が必要と

なる.

単純なサンプリングに比べて効率的に確率振幅を

推定する方法としては, Brassard らによって提案さ

れた手法が知られている [20]. 以下, モンテカルロ法

における被積分関数 f の評価回数 N に対応して, 量

子計算における関数の呼び出し回数 N を式 (11) で

定義される演算子 Aの演算回数と定義する. この時,

Brassard らの手法を用いた確率振幅の推定では, 誤

差 ε を達成するための演算子 A の呼び出し回数 N

は, N ∼ O
(
ε−1
)
iiiであり, モンテカルロ法のほぼ平

方根程度の関数の呼び出し回数で, 同程度の誤差を達

成することが出来る. これは, 誤差を ε ∼ O(10−5)

にしようと思えば, N ∼ O(105)程度の関数の呼び出

し回数で良いこととなり, モンテカルロ法と較べて大

幅な速度向上が見込まれる.

以下に, Brassardらの振幅推定法を用いた S(f)の

推定方法の概要を述べる.

Brassard らの振幅推定法は, 量子振幅増幅法 [20,

26]と位相推定法 [24]から構成される. 以下, 便宜の

iii 本稿の計算量オーダーは, 対数の因子を除いたものである

ため,
√
S(f) = sin θ, (0 ≤ θ ≤ π

2 ) と置く. 式 (14)

の |Ψ⟩n+1 に作用する, 量子振幅増幅法の演算子 Q

は, 以下のように定義される.

Q = UΨUΨ̃0

UΨ̃0
= In ⊗ Z

UΨ = A
(
In+1 − 2 |0⟩n+1 ⟨0|n+1

)
A†

(15)

振幅増幅演算子Qを式 (14)の |Ψ⟩n+1 に j 回作用さ

せると,

Qj |Ψ⟩n+1

= sin((2j + 1)θ) |Ψ̃0⟩n+1 + cos((2j + 1)θ) |Ψ̃1⟩n+1

(16)

となり, Qは式 (12)で張られる部分空間 HΨ 内の回

転演算子として作用することがわかる. 部分空間HΨ

内におけるQの固有状態 |Ψ±⟩は,

|Ψ±⟩n+1 =
1√
2

(
|Ψ̃1⟩n+1 ∓ i |Ψ̃0⟩n+1

)
(17)

と構成することが可能であり, それぞれ固有値 e±2iθ

に対応する. もし, 振幅増幅演算子Qの固有値 e±2iθ

のどちらかを推定することが出来れば, 積分の近似値

S(f) = sin2 θ を計算出来ることとなる.

量子コンピュータでユニタリ演算子の固有値を

求める方法として, 量子位相推定法が知られている

[24, 27]. 量子位相推定法は, ユニタリ演算子とその

固有ベクトルが与えられた時に, 効率的に固有値を算

出する手法である. 量子位相推定法を適用するため,

式 (14)の |Ψ⟩n+1 を, Qの固有ベクトル |Ψ±⟩n+1 で

展開すると,

|Ψ⟩n+1 =
1√
2

(
eiθ |Ψ+⟩n+1 + e−iθ |Ψ−⟩n+1

)
(18)

と書き直せる.

次に, |Ψn+1⟩ に使用する n + 1 ビットに加え

て, 新たに m 個の補助ビットを追加した量子状態

|0⟩m |Ψ⟩n+1 を考える. 量子位相推定法では, この追

加したm個の補助ビットに位相の推定結果が出力さ

れる. まず, 状態 |0⟩m |Ψ⟩n+1 の m 個の補助ビット

に対して, Hadamard演算子を作用させると, 量子状

態は

H⊗m |0⟩m |Ψ⟩n+1

=
1√
2m

2m−1∑
y=0

|y⟩m
(
eiθ |Ψ+⟩n+1 + e−iθ |Ψ−⟩n+1

)
4



(19)

となる. 式 (19)の量子状態に, m量子ビット |y⟩m を
制御ビットとする制御ユニタリ演算子 cQ を作用さ

せると,

cQ
1√
2m

2m−1∑
y=0

|y⟩m
(
eiθ |Ψ+⟩n+1 + e−iθ |Ψ−⟩n+1

)
=
eiθ√
2

2m−1∑
y=0

e2iyθ |y⟩m |Ψ+⟩n+1

+
e−iθ

√
2

2m−1∑
y=0

e−2iyθ |y⟩m |Ψ−⟩n+1

(20)

が得られる. ここで, 周波数解析等を思い起こして,

離散フーリエ変換を行うことで振動数を取り出せる

ことの類推から, 式 (20) の m 量子ビットに付録 A

の式 (60) の量子逆フーリエ変換演算子 F−1
m を作用

させた量子状態

eiθ√
2

2m−1∑
y=0

e2iyθF−1
m |y⟩m |Ψ+⟩n+1

+
e−iθ

√
2

2m−1∑
y=0

e−2iyθF−1
m |y⟩m |Ψ−⟩n+1

=
eiθ√
2

2m−1∑
x=0

α+(x) |x⟩m |Ψ+⟩n+1

+
e−iθ

√
2

2m−1∑
x=0

α−(x) |x⟩m |Ψ−⟩n+1

(21)

の係数 α+(x)及び α−(x)は, 2m θ
π 及び 2m

(
1− θ

π

)
付近にピークを持つ関数であると予想できる. もし,

この付近に十分高いピークを持つとすれば, m 個の

補助ビットの量子状態 |x⟩m を観測すれば, θ また

は π − θ の近似値を得ることが出来るため, S(f) =

sin2(θ) = sin2(π− θ) から, 数値積分の近似値を推定

することが出来る.

実際, 式 (21) の状態に対して, m ビット量子状態

|x⟩ を観測したときに, θ または π − θ が ±π/2m 以
内の誤差で得られる確率の下限値

(
8
π2 ∼ 81%

)
が,

Brassard ら [20] により求められている. 同様に, k

を適当な整数とした時, θまたは π−θが±πk/2m以
内の誤差で得られる確率の下限は, 8

π2

∑k
i=1

1
(2i−1)2

と求めることが出来る (例えば, k = 5とすれば成功

確率を 95% 以上). θ または π − θ が ±πk/2m 以内

の誤差で得られたとした時, S(f) の推定値 Ŝ(f) の

推定誤差は, 誤差の伝播により,

|S(f)−Ŝ(f)| ≤ 2πk

√
S(f) (1− S(f))

2m
+k2

( π

2m

)2
(22)

と求められる.

以上の手法において, 演算子 Aの呼び出し回数 N

は, 演算子Qの中に Aが 2回含まれることを考慮す

ると, N = 2m+1−1回となる. よって, この手法にお

ける誤差 ε = |S(f)− Ŝ(f)| と関数 f の呼出回数 N

の関係は N ∼ O
(
ε−1
)
であることがわかる. なお,

以上の説明では簡単のため, 数値積分の次元 d = 1

としたが, 以上の計算過程から明らかなように, 量子

振幅増幅法においても, モンテカルロ法と同様に, 関

数の呼出回数 N は次元 d に依存しないことに留意

する.

以上で概要を与えた Brassard ら [20] の振幅推定

法では, 多くの制御ユニタリ演算子 cQ を用いてい

る. 現在, 利用可能な量子コンピュータ [2, 3]ではQ

等の単なるユニタリ演算子に較べて, cQ等の制御ユ

ニタリ演算子は演算数が多く, ノイズが生じやすい傾

向にあり, この傾向は今後もしばらくは続くと考えら

れる. このため, 近い将来の量子コンピュータの活用

に向けて, 制御ユニタリ演算子 cQをなるべく使用し

ないアルゴリズムの開発は重要な課題である. 以下,

制御ユニタリ演算子 cQ を使わずに量子振幅を行う

2種類のアルゴリズムを紹介する.

3.3 Abramsらの量子振幅推定法を用いた数値積分

本小節では, Abramsらの方法 [22]に基づき, 量子

位相推定法を使用せずに, 量子振幅増幅法のみで振幅

推定を行い, 式 (10) の S(f) を求める手法について

述べる. この手法では, 量子位相推定を使わないため,

3.2節の方法で使われた制御ユニタリ演算子 cQや量

子逆フーリエ変換 F−1
m を使う必要が無く, 演算数の

削減が期待される. ただし, 後述するように, Abrams

らの方法では, 1 種類の振幅増幅演算子 Q のみでな

く, 測定結果に依存して, 様々な演算子を用いて振幅

増幅を行う必要があることに留意する.

Abrams らの振幅推定法の大まかな概念を図 1 に

示す. この手法は, Iterationによって, 徐々に正確な

振幅を推定していくアルゴリズムである. まず, S(f)

を埋め込んだ初期状態に対して, ベルヌーイ試行を

繰り返し, 振幅 S(f)の大きさを適当な誤差範囲で定

める. 次に, この誤差範囲を振幅増幅法で拡大した上
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図 1 Abramsらの振幅推定法 [22]の概念図. ベルヌーイ試行による誤差範囲の設定と, 振幅増幅法による
誤差範囲の拡大を繰り返す Iterationを行うことで, 正確な振幅の推定値を求めていく.

で, ベルヌーイ試行を行い, より正確な誤差範囲を定

める. Abramsらの手法は, この誤差範囲の設定と振

幅増幅法を繰り返す Iterationを行うことで, 徐々に

正確な振幅の推定値を求めていく手法である. なお,

後述するように, この手法において, 関数の評価回数

N と誤差 ε の関係は, N ∼ O
(
ε−1
)
と Brassard ら

の振幅推定法と同程度である.

本小節では, まず, 3.3.1節において, Iterationの 1

回目のアルゴリズムを示し, 続いて, 3.3.2 節におい

て k 回目の Iteration のアルゴリズムを示す. 最後

に, 3.3.3節において, 関数の評価回数 N と誤差 εの

関係式を導く.

3.3.1 Iterationの 1回目

本手法では, 関数 f(x)を計算するため, 付録 Aの

式 (59)と類似した以下の演算子を仮定する.

Rf |x⟩n |0⟩ = |x⟩n
(
f(x) |0⟩+

√
1− f(x)2 |1⟩

)
(23)

式 (23)と付録 Aの式 (58)から構成される演算子

Bf = (P† ⊗ I1)Rf (P ⊗ I1) (24)

を計算の初期状態 |0⟩n+1 に作用させると

|Ψ1⟩n+1 = Bf |0⟩n+1

=

2n−1∑
x=0

p(x)f(x) |0⟩n+1 + · · ·
(25)

が得られ, |0⟩n+1 の確率振幅として, S(f) が得ら

れる.

ここで, 式 (25)の量子状態 |Ψ1⟩に対して, N1回の

ベルヌーイ試行をした場合に, S(f) の推定値 Ŝ1(f)

がどの程度の誤差範囲で求まるかを算出する. 試行

回数 N , 確率 p のベルヌーイ分布に従う確率変数の

誤差範囲 εp が, N が十分大きい場合に, 適当な定数

c1 と標準偏差
√

p(1−p)
N を用いて,

εp = c1

√
p(1− p)

N
(26)

と表されることを考慮すると, 量子状態 |Ψ1⟩ を N1

回測定した場合の S(f)2 の推定誤差は,

c1

√
S(f)2(1− S(f)2)

N1
(27)

で与えられる. 誤差の伝播公式を考慮すれば, 推定値

Ŝ1(f)の推定誤差 ε1 は

ε1 =
c1
2

√
1− S(f)2

N1
≤ c1

2

√
1

N1
(28)

と求められる.

3.3.2 節で述べるように, Amrams らの手法では,

こうして求められた誤差範囲 Ŝ(f) − ϵ1
2 ≤ S(f) ≤

Ŝ1(f)+
ϵ1
2 を振幅増幅法を用いて拡大することで, 更

に精度のよい推定を行う手法である.

式 (28)により, ε1 の値と c1 の値を定めれば, Iter-

ation内で必要なベルヌーイ試行の回数 N1 を求める

ことが出来る. c1 の値は, 3.3.3節で議論するように

本手法の成功確率が有限になるように定める必要が

ある. また, 設定する誤差 ε1 は, 最終的に求めたい誤

差 ε に較べて遥かに大きい値をとることに留意する
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(例えば, 最終的に求めたい誤差 ε ∼ 10−5 に対して

ε1 = 1
2 など).

なお, 以下では簡単のため, 全ての Iteration でベ

ルヌーイ試行の推定誤差を一定の値 ε0 に設定すると

して議論を進めていく.

3.3.2 Iterationの k回目

ここでは, Abrams らの振幅推定手法 [22] の k 回

目の Iterationの手続きを示す.

Iteration の k − 1 回目までで, S(f) の推定値

Ŝk−1(f)が誤差 εk−1
0 の範囲で求まっていると仮定す

る. この時, 以下の手続きを行うことで, Iterationの

k 回目において, ほぼ定数回のベルヌーイ試行を行う

ことで, 振幅 S(f)の推定値 Ŝk(f)を誤差 εk0 の範囲

で求めることが出来ることを示す.

Iteration の k 回目の手続きでは, Ŝk−1(f) −
εk−1
0

2 ≤ S(f) ≤ Ŝk−1(f) +
εk−1
0

2 の範囲の確率振

幅を振幅増幅法で拡大することで推定値 Ŝk(f) を求

める. この目的のため, まず, 以下の量 fk(x) 及び

Dk(f)を定義する:

fk(x) = f(x)−

(
Ŝk−1(f)−

εk−1
0

2

)

Dk(f) =

2n−1∑
x=0

p(x)fk(x)

(29)

もし, こうして定義した Dk(f) の推定値 D̂k(f) を,

誤差 εk0 の範囲で求めることが出来れば, S(f)の推定

値 Ŝk(f) を誤差 εk0 で以下のようにして求めること

が出来る:

Ŝk(f) = Ŝk−1(f)−
εk−1
0

2
+ D̂k(f) (30)

式 (29)の Dk(f)を推定するため,

Rfk |x⟩n |0⟩ = |x⟩n
(
fk(x) |0⟩+

√
1− fk(x)2 |1⟩

)
(31)

と付録 Aの式 (58)から構成される演算子

Bfk = (P† ⊗ I1)Rfk(P ⊗ I1) (32)

を定義する. 式 (32)を計算の初期状態 |0⟩n+1 に作用

させると

|Ψk⟩n+1 = Bfk |0⟩n+1

=

2n−1∑
x=0

p(x)fk(x) |0⟩n+1 + · · ·
(33)

が得られ, |0⟩n+1 の確率振幅として, Dk(f)が得られ

る. 以下, 被積分関数 f(x) の計算が引き算に較べて

遥かに複雑であるとし, Bf と Bfk の総演算回数を被

積分関数 f の評価回数 N として数えることとする.

ここで, 0 ≤ D(f) ≤ εk−1
0 であることを考慮して,

式 (33)の |0⟩n+1 の振幅増幅を行う. 以下, 便宜のた

め,
√
Dk(f) = sin θk, (0 ≤ θk ≤ π

2 )と置く. 振幅増

幅演算子Qk を

Qk = UΨk
UΨ̃k0

UΨ̃k0
= In+1 − 2 |0⟩n+1 ⟨0|n+1

UΨk
= Bk

(
In+1 − 2 |0⟩n+1 ⟨0|n+1

)
B†
k

(34)

と定義すると, 振幅増幅演算子 Qk を式 (33) の

|Ψk⟩n+1 に jk 回作用させることで,

Qjk
k |Ψ⟩n+1 = sin((2jk + 1)θk) |0⟩n+1 + · · · (35)

と, |0⟩n+1 の振幅を増幅させることが出来る. jk の

値は, 振幅が最も増幅するように,

(2jk + 1) sin−1 εk0 ∼ π

2
(36)

と選ぶこととする. 式 (35) の量子状態に対して Nk

回の測定を行った時の sin2((2jk + 1)θk)の推定値が

ベルヌーイ分布に従うことから, 誤差の伝播公式を考

慮すると, Dk(f) = sin2 θk の推定誤差は, 適当な定

数 ck を用いて,

εk =
ck cos

(
sin−1(Dk(f))

2jk+1

)
2(2jk + 1)

√
Nk

≤ ck

2(2jk + 1)
√
Nk

(37)

と表される.

式 (36)から, εk0 が十分小さければ,

jk ∼ O
(
ε−k
0

)
(38)

なので, 誤差範囲を εk = εk0 にするために必要なベル

ヌーイ試行の回数 Nk は, 式 (37)から, k が大きい場

合には, ck の因子を除いて, ほぼ定数ivになることが

わかる.

以上により, ほぼ定数回のベルヌーイ試行により,

k回目の Iterationにおいて, S(f)の推定値 Ŝk(f)を

誤差 εk0 で求める手続きを示した.

iv ここでは, k や εに依存しないという意味での定数
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3.3.3 関数の呼出回数と誤差の関係

ここでは, 以上により概要を示した Abrams の振

幅推定法 [22] における関数 f の呼出回数 N と誤差

ε の関係が , (対数因子を除いて)N ∼ O
(
ε−1
)
によ

り与えられることを示す.

m回目の Iterationにより, 最終的に要求される精

度 εm0 = εに達したとする. この時, Abramsの振幅

推定法における関数 f の総呼び出し回数は, k回目の

Iteration における振幅増幅の回数 jk とベルヌーイ

試行の回数 Nk により, 以下のように与えられる.

N =
m∑

k=1

(2jk + 1)Nk (39)

ここで, jk の ε 依存性は, 式 (38) により, jk ∼
O
(
εm−k
0 ε−1

)
で与えられる. 以下, 残りの部分, ベル

ヌーイ試行の回数 Nk と誤差 εの関係を示す.

この目的のため, m 回目の Iteration の後の S(f)

の推測値 Sm(f)が, 誤差 ε以内に入る確率が一定の

値 Cp
v以上であることを要請するとする. 簡単のた

め, 各 Iteration 内の失敗確率を一定の値 Pfail とな

るとする. この時, m回の Iteration後の成功確率が,

Cp 以上であるとすると,

(1− Pfail)
m ≥ Cp (40)

が成り立つ. ここで, 平均値 µ, 標準偏差 σ に従う確

率変数 X に対する Chebyshevの不等式

Pfail(|X − µ| ≥ ckσ) ≤
1

c2k
(41)

を考慮すると, 式 (40) を満たすためには次の関係式

が成り立てば良いことがわかる.

1

m
ln

(
1

Cp

)
∼ 1

c2k
(42)

ここで, 各 Iteration の誤差 ε0 と最終的な誤差 ε の

関係式

εm0 = ε (43)

及び k 回目の Iteration におけるベルヌーイ試行の

誤差

ε0 = ck

√
sin2((2jk + 1)θk) cos2((2jk + 1)θk)

Nk
(44)

v 例えば 1
3
等の適当な定数

を用いると式 (42) から, ベルヌーイ試行の回数 Nk

と誤差 εの関係が Nk ∼ O(ln(ε−1))程度であること

がわかる. 以上により, f の全評価回数 N と最終的

な誤差 εの関係は, 対数の因子を除いてN ∼ O(ε−1)

程度であることがわかる.

以上に示した Abrams らの振幅推定法 [22] は, 量

子位相推定法を使わない手法であるため, Brassard

らの手法 [20] で必要であった制御ユニタリ演算子
cQ や逆フーリエ変換演算子 Fm が不要となってい

る. このため, Abrams らの手法は, 近い将来の量子

コンピュータの活用に向けて, Brassard らの手法と

較べて, 有効な手法である. 一方で, (32) のように,

測定結果に応じて, 振幅増幅演算子Qk を変更する必

要があるため, 実用上, 演算子の構成に伴う困難が生

じる可能性がある. 以下, 3.4節では, 1種類の振幅増

幅演算子のみを用いて, 振幅推定を行う鈴木らの最近

の研究 [21]について述べる.

3.4 鈴木らの振幅推定法を用いた数値積分

この小節では, 鈴木らによる, 振幅増幅法と最尤推

定を組み合わせた振幅推定法 [21] について述べる.

なお, 本研究は, 慶應義塾大学の IBM Qネットワー

クハブにおいて, 本稿の著者を含めた共同研究として

行った研究である.

鈴木らの振幅推定法の概念図を図 2 に示す. 大ま

かに言えば, 鈴木らの手法は, 推定したい量 S(f) と

相関するような様々な量子状態について測定を行い,

得られる情報を組み合わせることで, S(f) を推定す

る手法である. より具体的には, 振幅増幅法を用いて

S(f) に相関する様々な量子状態を作り, 得られた測

定結果から最尤推定により, S(f) の推定を行う手法

である.

以下, 3.4.1節において本手法の概要を, 3.4.2節に

おいて本手法の関数の呼出回数と誤差の関係を示す.

3.4.1 手法の概要

以下, 鈴木らの手法を用いて, 式 (14) の |Ψ̃0⟩n+1

の確率振幅
√
S(f) = sin θを推定する方法を述べる.

本手法においても, 3.3節において概要を説明した

Abrams らの手法 [22] と同様に, Iteration により,√
S(f) を求める. k 回目の Iterationviでは, 式 (14)

vi k 回目の振幅増幅回路の実行に際しては k − 1 回目より前
の結果を使用しないため, 独立に実行することが可能であ
り, 正確には Iteration では無いが, ここでは Abrams ら
の手法と対比させるため, Iterationと呼ぶこととした.
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図 2 鈴木ら [21]の振幅増幅法の概念図. 各 Iterationでは, jk 回の振幅増幅を行った量子状態Qjk |Ψ⟩に
対する測定結果をもとに, 尤度関数 Lk を作成する. 全ての Iteration の尤度関数の積から全体の尤度関数
Lを求めることで, Lを最大にする引数として, 推定値 Ŝ(f)が得られる.

に対して, jk 回の振幅増幅を行った状態

Qjk |Ψ⟩n+1 =sin((2jk + 1)θ) |Ψ̃0⟩n+1

+ cos((2jk + 1)θ) |Ψ̃1⟩n+1

(45)

に対して, Nk 回のベルヌーイ試行を行うとする. こ

の時 |Ψ̃0⟩n+1 が観測される回数が hk 回であったと

すると, θ に対する尤度関数 Lk(hk; θ) は (定数項を

除いて)以下の式で表される.

Lk(hk; θ)

=
[
sin2((2jk + 1)θ)

]hk
[
cos2((2jk + 1)θ)

]Nk−hk

(46)

以上の手続きを k = 1から mまで, 適当な振幅増幅

の回数 j⃗ = {j1, j2, · · · , jm}及びベルヌーイ試行の回
数 N⃗ = {N1, N2, · · · , Nm} に対して行い, |Ψ̃0⟩n+1

が観測された回数が h⃗ = {h1, h2, · · · , hm}と得られ
たとする. この時, 全観測結果に対する尤度関数は式

(46)を用いて, 以下のように構成することが出来る.

L(⃗h; θ) =

m∏
k=1

Lk(hk; θ) (47)

このように構成された尤度関数を用いて, θ の最尤推

定を行う. 最尤推定値 θ̂ は, 尤度関数を最大化する θ

として与えられる:

θ̂ = arg max
θ

L(⃗h; θ)

= arg max
θ

lnL(⃗h; θ)
(48)

ここで, 2 番目の等式では対数関数 ln が単純増加関

数であることを用いた. 以上により得られた最尤推

定値 θ̂ を用いて, S(f) の推定値を Ŝ(f) = sin2 θ̂ と

求めることが出来る.

ここで, 0 ≤ θ ≤ π/2 の範囲では, θ と S(f) =

sin2 θ が 1 対 1 対応することから, 尤度関数 L を

S(f)の関数としても見なすことが出来ることを考慮

して, L(⃗h;S(f)) = L(⃗h; θ)と書くとすると, 式 (48)

による推定は

Ŝ(f) = arg max
S(f)

lnL(⃗h;S(f)) (49)

と見なすことも出来ることに留意する.

以上により,最尤推定法による S(f)の予測値 Ŝ(f)

の推定方法について述べた. 以下では, 本手法におけ

る関数 f の呼出回数N と誤差 εの関係について議論

する.

3.4.2 関数の呼出回数と誤差の関係

ここでは, 鈴木らの手法 [21]における, 関数 f の呼

出回数 N と誤差 εの関係について, フィッシャー情

報量を用いて議論する. なお, フィッシャー情報量の

詳細については, 統計学の教科書 [28] 等を参照され

たい.

一般に, 確率変数 xが, 母数 aにより決まる確率分

布 L(x; a) に従うとき, フィッシャー情報量 I(a) は
以下により与えられる.

I(a) = E

[(
∂

∂a
lnL(x; a)

)2
]

(50)

ここで, 期待値 E は確率変数 x について取るもの

とする. a の任意の不偏推定量 â の推定誤差 ε =√
E[(â− a)2] について, 推定誤差の下限は, フィッ

シャー情報量を用いて, 以下のクラメール–ラオ不等
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式 [28] により与えられることが知られている:

ε2 = E[(â− a)2] ≥ 1

I(a)
(51)

なお, 最尤推定法を用いた推定では, サンプル数が大

きくなるに連れて, 推定誤差は漸近的に, 式 (51)の下

限に近づくことが知られている.

鈴木らの手法 [21]において,式 (46), (47)及び (50)

からフィッシャー情報量は

I(a) = 1

S(f)(1− S(f))

m∑
k=1

Nk(2jk + 1)2 (52)

と与えられる. また, 関数 f の呼出回数 N は, 以下

の式により与えられる.

N =

m∑
k=1

Nk(2jk + 1) (53)

以上により, もし, 振幅増幅の回数 j⃗ = {j1, · · · , jm}
及びベルヌーイ試行の回数 N⃗ = {N1, · · · , Nm}を具
体的に決めれば, 最尤推定法による推定誤差 ε の下

限と関数の呼出回数 N の関係を, 式 (51), (52)及び

(53)を用いて導くことが出来る.

たとえば, 全ての k = 1, · · · ,m に対して, ベル

ヌーイ試行の回数を一定回数 Nk = N0 として, ま

た, jk を指数関数的に増加する場合 m1 = 0,m2 =

20,m3 = 21, · · · ,mm = 2(m−2) を考えると, 推定

誤差 ε の下限と関数の呼出回数 N の関係は N ≥
O
(
ε−1
)
となることが示される. 最尤推定法では, サ

ンプル数が十分多いときにこの不等式の下限に漸近

することが知られているが, 鈴木ら [21] は, 数値シ

ミュレーションにより, N0 = 100回程度と選ぶこと

で, 下限をほぼ達成することを確かめている.

本手法は, 制御ユニタリ演算子 cQや逆フーリエ変
換演算子 Fm を使用しないため, 3.2節において概説

した Brassardらの手法に較べて, 演算数が減少する

ことが期待される. 実際に, 鈴木ら [21]は, IBMの公

開している量子コンピュータ向けの SDK(Software

Development Kit)の Qiskit[19]を用いて, 簡単な三

角関数の積分について, 本手法と Brassardらの手法

の量子回路を実装し, C-NOT演算子の個数が 5%程

度に削減することを確認している.

4 まとめ

本稿では, 量子コンピュータの応用先の例として,

数値積分を行う 3 種類の量子アルゴリズムについて

紹介した. 数値積分で誤差 εを達成するために, モン

テカルロ法では O
(
ε−2
)
回の関数の演算が必要だっ

たのに対して, 量子コンピュータを使うことで, 演算

回数が O
(
ε−1
)
回程度に減少することを示した.

現在, 金融を始めとして, 各分野に量子コンピュー

タを使う取り組みが始まっており, 今後, 将来の量子

コンピュータの活用に向けて, 本稿で紹介した手法を

基本として, 各分野に特化したような更に洗練された

手法の開発が期待される.

付録 A 本文中で使用するユニタリ演算子

本付録では, 本文中で使用するユニタリ演算子をまと
める.

Hadamard 演算子 H の 1 量子ビット計算基底 |0⟩ への
作用を

H |0⟩ = |0⟩+ |1⟩√
2

(54)

と定義する.

Hadamard 演算子 H⊗n の n 量子ビット計算基底 |0⟩n
への作用を

H⊗n |0⟩n =
1√
2n

2n−1∑
x=0

|x⟩n (55)

と定義する.

1量子ビット計算基底 |0⟩ , |1⟩への Z の作用を,

Z |0⟩ = |0⟩
Z |1⟩ = − |1⟩

(56)

nビット量子状態 |Ψ⟩n に作用する恒等演算子 In を

In |Ψ⟩n = |Ψ⟩n (57)

と定義する.

式 (10)の確率関数 p(x)を計算するための n量子ビット
に作用する演算子を

P |0⟩n =

2n−1∑
x=0

√
p(x) |x⟩n (58)

と定義し, f(x)を計算するための n+ 1ビットに作用する
演算子を

R|x⟩n |0⟩ = |x⟩n
(√

f(x) |0⟩+
√

1− f(x) |1⟩
)

(59)

と定義する.

量子逆フーリエ変換を行う nビットに作用する演算子を

F−1
n |x⟩n =

1√
2n

2n−1∑
y=0

e−2πixy/2n |y⟩n (60)

と定義する.
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n量子ビットに作用するユニタリ演算子 U が与えられた
とき, mビットを制御ビットとして, m + nビットに作用
する制御ユニタリ演算子 cU を

cU |x⟩m |y⟩n = |x⟩m Ux |y⟩n (61)

と定義する.
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